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on polynomial 
haos (PC) expansions [1℄ have demonstrated their e�
ien
y in dealing with parametri
un
ertainties and have been applied to a large variety of problems. PC expansions have been previouslyapplied to the resolution of sto
hasti
 �ows in Eulerian formulations (e.g. the Navier-Stokes equations [2℄,see also [3℄ for a review of previous works). This work investigates the possible use of PC expansionsin Lagrangian �ow models. To this end, a simple model for the 2D �ow around an airfoil is 
onsidered.This model is des
ribed in se
tion 2 and is based on in
ompressible, invis
id �uid assumptions. Providedthat the angle of atta
k is small, one 
an 
onsider that the �ow remains atta
hed to the airfoil andis irrotational everywhere, ex
ept on the solid boundary and in the wake whi
h is then a surfa
e withvanishing thi
kness. With these assumptions, the �ow �eld 
an be de
omposed into in�ow velo
ity u∞,airfoil perturbation up and wake-indu
ed velo
ity uω. Following [4℄, the perturbation of the airfoil 
an bemodeled using a set of Ne lumped vorti
es with total 
ir
ulations γi at pres
ribed lo
ations yi distributedon the solid surfa
e P , where a slip-free 
ondition applies. up is thus given by Eq. (1), while the slip-free
ondition is enfor
ed at Ne 
ontrol points xi, resulting in the linear system of equations (2) for the airfoil
ir
ulations. The Kelvin theorem states that the total 
ir
ulation of the �ow remains 
onstant so thatany 
hange in the airfoil total 
ir
ulation Γp =
∑Ne

i=1
γi has to be balan
e by an emission of 
ir
ulation.This 
onstraint is enfor
ed by introdu
ing a new point vortex in the �uid domain from the airfoil trailingedge at every time-step. This point vortex as an initial position Xi given by Eq. (3), where u+ and

u− are the velo
ities measured at trailing edge intrados and extrados 
ontrol points. Its 
ir
ulation is
γω

i = Γp(ti−1) − Γp(ti). The velo
ity �eld indu
ed by the wake is given by Eq. (4). The dynami
s ofthe point vorti
es is governed by Eq. (5) whi
h states that they are 
onve
ted by the �ow while their
ir
ulations are kept un
hanged. Be
ause uω appears in the right-hand-side of system (2) but depends onits solutions γj , through the 
hara
teristi
 of the newly emitted vortex, an iterative �xed-point method isused to obtain 
ompatible airfoil 
ir
ulations and γω
i , Xi at time ti. When this is a
hieved, the Lagrangianvortex are then 
onve
ted using a 3rd order Runge-Kutta s
heme, with frozen airfoil 
ir
ulations, up totime ti+1. This step 
ompletes the advan
ement of the solution and a new time-step 
an be 
onsidered.So far, the probabilisti
 
hara
ter of the �ow has not been a

ounted for. It is assumes that it 
omes fromrandom in�ow and airfoil velo
ities. It is further assumed that these velo
ities are se
ond order quantitiesand 
an be written as fun
tionals of a random ve
tor ξ(θ) of N un
orrelated normalized Gaussian randomvariables. These fun
tionals are in turn expanded as PC series trun
ated to an order No : u∞(t, θ) =

∑P

k=0
{u∞}k (t)Ψk(ξ(θ)), uo(t, θ) =

∑P

k=0
{uo}k (t)Ψk(ξ(θ)). In these expansions, the fun
tions Ψk areorthogonal (un
orrelated) polynomials in ξ, whi
h are Hermite polynomials for the Gaussian measure (seeEq. (8)). Consequently, all other �ow unknowns are also random and have similar PC expansions, with
oe�
ients to be determined. To derive a 
omputational approa
h for these PC 
oe�
ients, the expansionsare introdu
ed in the model equations whi
h are then proje
ted on the PC basis. This pro
edure gives aset of P + 1 un
oupled linear problems for the PC 
oe�
ients of the airfoil 
ir
ulations (Eq. (9)) whilethe emission point and 
onve
tion equation for the Lagrangian vorti
es are given by Eqs. (10,11). Itis remarked that the time-stepping pro
edure des
ribed previously 
an be applied, provided that one
an 
ompute the PC 
oe�
ients of the random �elds up and uω. In fa
t, these 
omputations redu
eto the elementary evaluation of the velo
ity indu
ed at x by a vortex with 
ir
ulation γ, lo
ated atpoint y, where for the general situation x, y and γ are given by PC expansions. The PC 
oe�
ientsof the velo
ity are given by Eq. (12) where {∆}m = {x}m − {y}m. Instead of relying on a samplingstrategy to 
ompute the rhs of Eq. (12), whi
h would be too expensive our model requiring multiplesu
h velo
ity evaluations, a pseudo-spe
tral approximation is developed. First, the PC 
oe�
ients of thesquared distan
e R2 between the in�uent and observation points are determined through exa
t Galerkinproje
tion of the s
alar produ
t R2 = ∆ · ∆, see Eq. (13); the PC 
oe�
ients of 1/R2 are subsequentlydetermined by applying the de�nition R2 × 1/R2 = 1 yielding Eq. (14). The velo
ity 
omputation is
ompleted by applying two su

essive Galerkin produ
ts with γ and then the respe
tive 
omponents of2



k ∧ ∆. Sin
e intermediate 
al
ulations are trun
ated, this pro
edure does not yield in general the exa
tvalue given by Eq. (12), but the error 
an be made arbitrarily small, at least in theory, by in
reasingthe 
omputation order No. Also, the indu
ed velo
ity is known to be singular as x → y, su
h that aregularization pro
edure is ne
essary. The regularization is here simply implemented by adding a smalldeterministi
 
onstant ǫ2Ψ0 > 0 to R2 before its inversion.Two 
omputational examples are provided for an airfoil (NACA0012) at 0 expe
ted angle of atta
k ina deterministi
 in�ow with unit magnitude and random transverse motions. All quantities are normalizedusing the in�ow velo
ity and airfoil 
hord length as referen
es. We set ∆t = 0.1, Ne = 60 and ǫ = 0.2. Inthe �rst example, the transverse motion 
onsists in a sinusoidal velo
ity with period T = 4 and randomamplitude A(θ) having log-normal distribution with median value 1/30 and 
oe�
ient of variation 3.Numeri
al tests have shown that No = 3 gives well-
onverged results. The results for No = 5 are reportedin �gure 1 in terms of 95% 
on�den
e intervals for the wake lo
ation and �uid loads. The se
ond example
orresponds to a transverse motion being a random pro
ess modeled as a Gaussian trun
ated white-noisewith 
ut-o� frequen
y fc = 1/8 and standard deviation σ = 0.05. From the Karhunen-Loève expansionof the 
orrelation kernel of this pro
ess [7℄, we have vo(t, θ) ≈
∑k=N

k=1
{vo}k (t)ξ(θ), whi
h for N = 8 and asimulation in the time-interval [0, 20] 
ontains more than 99.9% of the theoreti
al varian
e. Consequently,the simulation is performed using N = 8 and No = 2 so there are P +1 = 46 terms in the PC expansions.The simulation results are reported in �gure 2 and show the 95% 
on�den
e interval on the wake lo
ationtogether with a set of realizations re
onstru
ted from the PC expansion by drawing ξs at random. The�gure also highlights the 
onvergen
e of the �uid-loads statisti
s toward time-invariant distributions asexpe
ted.The examples demonstrate the possible use of PC expansions in Lagrangian �ow models. The approa
h
an be easily generalized to other types of singularities (doublets, sour
es, . . . ). The pseudo-spe
tralapproximation of the PC expansions of indu
ed velo
ities, given by the highly non-linear Biot-Savartkernel, is en
ouraging but requires further investigations : in other examples (not shown) it 
an be
omeunstable in areas with high vortex roll-up (o

urring for large amplitude/frequen
y motions). Futuree�orts should fo
us on this limitation.

1. Introdu
tionLes performan
es et la pré
ision des modèles numériques et des méthodes de résolution progressant,la prise en 
ompte d'aléas, d'in
ertitudes et du 
ara
tère probabiliste des situations réelles devient unobje
tif de plus en plus né
essaire de la simulation. Pour le traitement des aléas paramétriques, les te
h-niques spe
trales par dé
omposition en polyn�mes de 
haos (PC) [1℄ ont démontré leur e�
a
ité vis àvis des appro
hes de type Monte-Carlo dans de nombreux domaines (élasti
ité, thermique, a
oustique,é
oulements dans des milieux poreux,. . . ). Plus ré
emment, 
es te
hniques ont été appliquées à des mod-èles eulériens d'é
oulements (notamment les équations de Navier-Stokes [2℄, voir aussi [3℄ pour une revuedes travaux existants). L'objet du présent arti
le est de démontrer la faisabilités de l'appli
ation de 
este
hniques aux modèles lagrangiens d'é
oulement. Dans 
e but, nous 
onsidérons dans la se
tion 2 unmodèle simple de l'é
oulement plan autour d'un pro�l portant, qui asso
ie une méthode d'éléments defrontière à une dis
rétisation parti
ulaire du sillage. La dé
omposition en PC de la solution sto
hastiquedu modèle ainsi que la méthode de résolution du problème résultant sont dé
rites dans la se
tion 3. Lase
tion 4 présente deux exemples de 
al
ul pour appré
ier les potentialités de la méthode et les prin
ipalesremarques dé
oulant de 
e travail sont �nalement données dans la se
tion 5.3



2. Modèle d'é
oulementNous supposons le �uide in
ompressible et non-visqueux et nous restreignons l'étude au 
as d'un é
oule-ment plan dans un domaine in�ni autour d'un pro�l en faible in
iden
e. Le rotationnel du 
hamp de vitesseest alors nul partout, sauf sur la frontière du pro�l et dans le sillage qui se réduit à une ligne du plan. Onnote uo la vitesse de translation du pro�l et u∞, up, uω les 
hamps de vitesses de l'é
oulement in
ident,induit par le pro�l et par le sillage respe
tivement. Le problème est formulé dans un repère atta
hé aupro�l, de surfa
e P sur laquelle s'applique une 
ondition de glissement. Le 
hamp de vitesse induit parle pro�l peut se représenter par une distribution de singularités sur P . La surfa
e P est dis
rétisée en Nesegments re
tilignes auxquels on atta
he des tourbillons pon
tuels de 
ir
ulations γi (i = 1, . . . , Ne) et depositions yi, situés au premier quart des segments (orientés du bord d'attaque vers le bord de fuite) [4℄.Le 
hamp de perturbation est alors
up(x) =

Ne
∑

i=1

γi

k ∧ (x − yi)

2π‖x − yi‖2
. (1)La 
ondition de glissement est véri�ée aux points de 
ontr�les xi positionnés aux trois quarts de 
haquesegment. On obtient le système d'équations linéaires suivant pour les 
ir
ulations :
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, Aij =
k ∧ (xi − yj)

2π‖xi − yj‖2
· n(xi). (2)où n est la normale unitaire extérieure au pro�l. Notons Γp =

∑Ne

i=1
γi la 
ir
ulation totale des tourbillonsatta
hés. Le théorème de Kelvin implique que la 
ir
ulation totale de l'é
oulement se 
onserve au 
oursdu temps. Cette 
ondition est satisfaite par l'émission à 
haque pas de temps de tourbillons pon
tuels(libres) depuis le bord de fuite. Ainsi le tourbillon émis entre les instants ti−1 et ti = ti−1 + ∆t porte une
ir
ulation γω

i = Γp(ti−1) − Γp(ti) et sa position initiale Xi(ti) est donnée par :
Xi(ti) = xBF +

∆t

2

[

u+(ti) + u−(ti)
]

, (3)où xBF est la position du bord de fuite et u+, u− sont les vitesses relatives mesurées aux points de
ontr�le des deux segments voisins du bord de fuite. Le 
hamp de vitesse induit par le sillage est alorsdonné par la superposition des vitesses induites par l'ensemble des tourbillons libres :
uω(x, t) =

∑

i

γω
ik ∧ (x − Xi(t))

2π‖x − Xi(t)‖2
. (4)Ces tourbillons sont transportés par l'é
oulement et 
onservent leur intensité :

dγω
i

dt
= 0,

dX i

dt
= u∞(t) − uo(t) + up(X i, t) + uω(Xi, t). (5)La solution étant 
onnue à l'instant ti−1, les 
ir
ulations des tourbillons liés est mise à jour selon l'Eq. (2).Il en résulte une variation de Γp qui permet d'obtenir les 
ara
téristiques du nouveau tourbillon émis autemps ti selon l'Eq. (3). Ce nouveau tourbillon a�e
te le membre de droite du système (2) : une te
hniqueitérative de point �xe est utilisée déterminer les 
ir
ulations liées et les 
ara
téristiques du tourbillonémis 
ompatibles. Généralement de 3 à 10 itérations sont né
essaires. Ensuite l'Eq. (5) est utilisée pour
onve
ter les tourbillons du sillage, par un s
héma de Runge-Kutta d'ordre 3, les 
ir
ulations du pro�létant �gées. Une nouvelle itération temporelle peut alors débuter.4



3. Développement en polyn�mes de 
haosSoit un espa
e probabilisé (Θ, σ, µ) usuel. Toute variable aléatoire (VA) du se
ond ordre u(θ ∈ Θ) peutse dé
omposer sous la forme d'un développement en polyn�mes de 
haos (PC) :
u(θ) = u0Γ0+

∞
∑

i=1

uiΓ1(ξi(θ))+

∞
∑

i=1

i
∑

j=1

uijΓ2(ξi(θ), ξj(θ))+

∞
∑

i=1

i
∑

j=1

j
∑

l=1

uijlΓ3(ξi(θ), ξj(θ), ξl(θ))+ . . . , (6)où les ξi sont des VAs normales 
entrées réduites indépendantes et Γk est le 
haos homogène d'ordre k (voir[5,6℄). Ce développement doit être tronqué en ordre et en nombre de VAs. On note No l'ordre de tron
atureet N le nombre de VAs indépendantes (dimension du germe). La dimension du germe est le nombre deparamètres aléatoires utilisés pour représenter les quantités aléatoires d'entrée du problème (voir lesexemples 
i-dessous); No gouverne la pré
ision du développement. Après tron
ature, le développement enPC peut se réé
rire selon
u(θ) =

P
∑

k=0

{u}k Ψk(ξ(θ)) + T.O.S, ξ = {ξ1, . . . , ξN}, P + 1 =
(No + N)!

No!N!
, (7)où les Ψk sont les polyn�mes orthogonaux (de Hermite) que l'on indi
e par degré total 
roissant. L'égalitédu développement en PC Eq. (7) est au sens de la moyenne quadratique. L'orthogonalité est elle dé�niepour le produit s
alaire, noté par des 
ro
hets, 
orrespondant à l'espéran
e mathématique :

〈ΨkΨl〉 ≡
∫

Θ

Ψk(ξ(θ))Ψl(ξ(θ))dµ(θ) =

∫

∞

−∞

. . .

∫

∞

−∞

Ψk(ξ)Ψl(ξ)p(ξ)dξ, p(ξ) =
N

∏

i=1

[

exp−ξ2
i /2

]

√
2π

. (8)Pour appliquer le développement en PC au modèle d'é
oulement, et pour �xer les idées, supposonsque la géométrie du pro�l est déterministe, mais que les vitesses in
idente et du pro�l sont des don-nées aléatoires ayant pour développements respe
tifs u∞(t, θ) =
∑P

k=0
{u∞}k (t)Ψk(ξ(θ)), uo(t, θ) =

∑P

k=0
{uo}k (t)Ψk(ξ(θ)). Alors, les 
ir
ulations du pro�l, les positions et 
ir
ulations des tourbillons dusillage deviennent aléatoires et admettent aussi un développement en PC sur la même base, par exemple

γω
i(θ) =

∑

k {γω
i}k Ψk. Pour 
al
uler les 
oe�
ients des développements de 
es quantités, on pro
ède parproje
tion de Galerkin en exploitant l'orthogonalité des PC. Ainsi, l'Eq. (2) devient : pour k = 0, . . . , P

Ne
∑

j=1

Aij {γj}k
= ({u∞}k + {uω}k − {uo}k)(xi) · n(xi) i = 1, . . . , Ne, (9)où {uω}k est donnée par le proje
tion sur Ψk de l'Eq. (4). On voit don
 que du fait de la géométriedéterministe du pro�l, la matri
e d'in�uen
e est 
ertaine et les modes sto
hastiques des 
ir
ulations dupro�l sont solutions de P + 1 problèmes linéaires dé
ouplés. De plus, le 
oe�
ient {Γp}k

de la 
ir
ulationdu pro�l est la somme des 
oe�
ients {γi}k, alors que 
eux de la 
ir
ulation du tourbillon émis sont
{γω

i}k = {Γp(ti−1)}k
− {Γp(ti−1)}k

. La position du tourbillon émis est
Xi(ti, θ) = xBF Ψ0 +

∆t

2

P
∑

k=0

[{

u+
}

k
+

{

u−
}

k

]

Ψk(ξ(θ)), (10)tandis que l'équation de 
onve
tion des tourbillons libres devient :
d {Xi}k

dt
= {u∞}k (t) − {uo}k (t) + {up(X i, t)}k

+ {uω(X i, t)}k , k = 0, . . . , P. (11)On observe ainsi que la stru
ture du modèle dé
rit dans la se
tion pré
édente est préservée lors del'introdu
tion du développement en PC et que la te
hnique de résolution peut être à nouveau employée,5



à la 
ondition que l'on puisse évaluer les 
oe�
ients des 
hamps de vitesses intervenant dans les Eqs. (9-11). Ces 
al
uls de vitesses se ramènent tous au 
al
ul élémentaire de la vitesse u d'un tourbillon, de
ir
ulation γ et de position y, induite en un point x. Dans le 
as le plus général, γ, y et x sont donnéspar des développements en PC et on 
her
he 
elui de u. Du fait de l'orthogonalité des Ψk on a
{u(x)}k =

k

2π 〈Ψ2
k〉

∧
〈

Ψk

∑

l

∑

m {γ}l {∆}m ΨlΨm
∑

l

∑

m {∆}l · {∆}m ΨmΨn

〉

, (12)où on a noté {∆}m = {x}m − {y}m. Le membre de droite de l'Eq. (12) peut être 
al
ulé par quadra-ture/
ubature numérique, mais 
ela est 
oûteux en temps de 
al
ul quand la dimension du germe aug-mente. Une te
hnique appro
hée (pseudo-spe
trale) a don
 été développée. Tout d'abord on évalue ledéveloppement en PC du dénominateur, que l'on note R2 :
{

R2
}

k
=

P
∑

l=0

P
∑

m=0

Cklm∆l ·∆m, Cklm =
〈ΨkΨlΨm〉

〈Ψ2
k〉

. (13)Ce 
al
ul est exa
t et le tenseur 
reux Cklm peut être 
al
ulé une seule fois lors de la simulation, puissto
ké. Le dénominateur est ensuite inversé. Puisque (1/R2)R2 = 1 = Ψ0, les 
oe�
ients de (1/R2) sontsolution du système linéaire pour k = 0, . . . , P :
P

∑

i=0

Bki

{

1/R2
}

i
= δk0, ave
 Bki =

P
∑

j=0

Ckji

{

R2
}

j
. (14)Le résultat est ensuite multiplié par γ, en appliquant de nouveau le produit de Galerkin : {

γ/R2
}

k
=

∑

l

∑

m Cklm {γ}l

{

1/R2
}

m
. Finalement, le k-ième 
oe�
ient de la vitesse est obtenu en e�e
tuant undernier produit : {u(x)}k ≈ 1

2π

∑

l

∑

m Cklm

{

γ/R2
}

l
{k ∧∆}m.Notons que le résultat de 
ette 
haîne de
al
ul n'est pas exa
t, 
ompte tenu de la tron
ature e�e
tuée à 
ha
une des étapes. Cependant, si No estassez grand, l'erreur résultante est négligeable. D'autre part, le 
onditionnement de la matri
e [B] peutêtre 
ritique et il est né
essaire de régulariser l'inversion de R2 
omme dans la formulation déterministed'ailleurs, le noyau de Biot et Savart devenant singulier quand x → y. La régularisation est i
i e�e
tuéeen ajoutant une 
onstante de régularisation ǫ2 > 0 à R2 avant de pro
éder à son inversion.4. ExemplesNous présentons deux exemples de 
al
ul pour un pro�l NACA0012 ave
 un angle d'attaque nul. Dansles deux 
as, la vitesse in
idente est déterministe et seule uo est aléatoire. Les grandeurs physiques sonttoutes normalisées en utilisant la longueur de 
orde du pro�l et la vitesse de l'é
oulement in
ident 
ommegrandeurs de référen
e. On utilise Ne = 60, ∆t = 0.1, ǫ = 0.2.Dans le premier exemple, le pro�l est animé d'une vitesse sinusoïdale transverse à u∞, de périoderéduite T = 4 et d'amplitude aléatoire A(θ). L'amplitude suit une distribution log-normale ave
 unevaleur médiane de 1/30 et un 
oe�
ient de variabilité de 3 (soit P (A(θ) ∈]1/90, 1/10[) = 0.95). Ladimension du germe est N = 1 et la vitesse transverse a pour expression vo(t, θ) = exp(µ + σξ(θ)) où

µ = log(1/30), σ = log(3)/2.95 et ξ ∼ N(0, 1). Le 
al
ul est répété pour No = 1, 2, . . . , 5. On observe que
No = 3 fournit des résultats 
onvergés à la troisième dé
imale. Les résultats pour No = 5 sont résumésdans la �gure 1 où sont tra
és à t = 20 le sillage moyen 〈X〉 ainsi que son enveloppe de 
on�an
e 
ontenant95% des réalisations. Sur la se
onde ligne de la �gure 1, on présente les intervalles de 
on�an
e (à 95% deprobabilité) des e�orts de traînée (à gau
he) et de portan
e (au 
entre) ainsi que la densité de probabilitéde la portan
e (à droite) durant une période du mouvement. Les deux premières 
ourbes montrent aussides signaux fx(t, θ) et fy(t, θ) pour 10 réalisations de ξ(θ) séle
tionnées aléatoirement.6
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Figure 1. Résultats du 
al
ul pour vo(t, θ) = A(θ) sin(2πt/4) ave
 A log-normale. Le 
al
ul utilise No = 5. En haut :représentation du sillage moyen et de son intervalle de 
on�an
e à 95%. En bas : évolution des e�orts de traînée (à gau
he)et de portan
e (au 
entre) sur une période d'os
illation, données par les intervalles de 
on�an
e (95%) et 10 réalisationsaléatoires; densité de probabilité de l'e�ort de portan
e à di�érents instants (à droite). Results for vo(t, θ) = A(θ) sin(2πt/4)with A log-normal. Computation with No = 5. Top : expe
tation of the wake lo
ation and 
orresponding 95% 
on�den
einterval. Bottom : drag (left) and lift (
enter) signals during one period of the motion, with 95% 
on�den
e intervals and10 random realizations; probability densities of the lift for
e at di�erent instants (right plot).Le se
ond exemple 
orrespond à la même situation, ex
epté que la vitesse transverse du pro�l vo(t, θ)est un pro
essus sto
hastique gaussien, de moyenne nulle et d'é
art type σ = 0.05. La fon
tion d'auto-
orrélation de 
e pro
essus est C(t, t′) = 〈vo(t, θ)vo(t
′, θ)〉 = σ2 sin(Ω|t− t′|)/(Ω|t− t′|), 
e qui 
orrespondà un bruit blan
 tronqué à la fréquen
e fc = Ω/2π . Ce noyau admet une dé
omposition orthogonale (deKarhunen-Loève) sur la base de ses fon
tions propres. Pour une simulation sur l'intervalle t ∈ [0, 20] et unefréquen
e de 
oupure fc = 1/8, les 8 premiers modes de C 
ontiennent plus de 99.9% de la varian
e : onutilise un germe de dimension N = 8 et on a en dé�nitive vo(t, θ) ≈

∑k=8

k=1
{vo}k (t)ξ où les 
omposantesde ξ sont des gaussiennes normalisées non-
orrélées. Les premiers modes {vo}k (t) sont tra
és dans la�gure 2 ave
 les re
onstru
tions tronquées 
orrespondantes de C(t, t) et C(10, t). Le 
al
ul est e�e
tuépour No = 2, soit P = 45. Les résultats sont rassemblés dans la �gure 2. La 
ourbe du haut montrel'augmentation de l'intervalle de 
on�an
e sur la lo
alisation du sillage en aval du pro�l. On a aussi tra
éles sillages 
orrespondant à 10 tirages aléatoires de ξ(θ) pour mieux appré
ier la variabilité 
ontenuedans le développement. La vitesse du pro�l étant un pro
essus stationnaire, l'é
oulement doit lui aussidevenir statistiquement invariant par translation temporelle dès que l'in�uen
e des 
onditions initialesest négligeable. Cette 
onvergen
e vers une statistique stationnaire est véri�ée et illustrée par les densitésde probabilités des e�orts à di�érents instants tra
ées dans la �gure 2.5. Con
lusionsLes exemples présentés montrent la faisabilité des développements en PC d'é
oulements résolus pardes méthodes mixtes d'éléments de frontière et parti
ulaire. La méthode proposée peut s'appliquer sans7
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t=20Figure 2. Résultats pour vo(t, theta) bruit blan
 tronqué gaussien, N = 8, No = 2.En haut : intervalle de 
on�an
e à95% sur la lo
alisation du sillage et 10 réalisations aléatoires. En bas : modes de Karhunen-Loève de la vitesse et fon
tiond'auto-
orrélation re
onstruite C(10, t) et C(t, t) (á gau
he); densités de probabilité des e�orts de traînée (au 
entre) et deportan
e (à droite) à di�érents instants. Results for gaussian tron
ated white noise transverse motion vo(t, θ), N = 8, No = 2.Top : 95% 
on�den
e interval for the wake lo
ation and re
onstru
tion of 10 random realizations. Bottom : Karhunen-Loèvemodes of the airfoil velo
ity and 
orresponding trun
ated auto-
orrelation fun
tions C(10, t) and C(t, t) (left); probabilitydensity fun
tions of the drag (
enter) and lift (right) for
es at di�erent instants.di�
ulté à d'autres types de singularités (sour
es, doublets) et le traitement lagrangien du sillage aléatoire
onstitue à notre 
onnaissan
e un travail original. La possibilité d'évaluer les développements spe
trauxdes vitesses sur des bases d'ordre modéré, malgré la forte non-linéarité de la loi de Biot et Savart, est unrésultat très en
ourageant pour la suite. D'autres tests ont montré que le 
al
ul peut 
ependant devenirinstable en présen
e d'enroulements rapides du sillage (mouvements de grande amplitude et/ou hautefréquen
e) : dans 
es zones le degré polynomial né
essaire devient grand et les erreurs de tron
aturepeuvent s'ampli�er lors du 
al
ul des vitesses. Plusieurs solutions sont envisageables pour palier 
eslimitations et optimiser le 
al
ul des vitesses, tant du point de vue de la pré
ision que du 
oût numérique.Les e�orts dans le futur devront porter dans 
ette dire
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